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Rezime: U ovom radu razmatrali smo integralne karakteristike binomne raspodele, na osnovu
koje se mogu sprovesti izvesne prognoze tehno-ekonomskih parametara proizvodnje i analize
kvaliteta na osnovu odredivanja maksimalnih entropija pojedinih tehnoloskih koraka u okviru
obrade materijala tehnologijama secenja i hemijske obrade. U tom slucaju preciznost i
raznovrsnost tehnologije je odredena najmanjim strukturnim jedinicama koje se uklanjaju
secenjem, ili hemijskim dejstvom. Formula binomne raspodele u tom slucaju bic¢e odredena
brojem elementarnih strukturnih jedinica pri tome otklonjenim, odnosno brojem elementarnih
strukturnih jedinica u polaznom komadu materijala. Inace, kako se binomna raspodela izucava
na bazi analize kombinacija i kompozicija,te na taj nacin dolazi do grafickog prikaza
raspodele,ona se moze povezati sa ranim analizama Pascalovog trougla kombinovanim sa
osnovama matematicke analize. Na taj nacin dobijeni rezultati ukazuju da je cilj prelaska sa
kombinatorike na matematicku analizu u radovima Leibnitza bio upravo napor da se teorija
kombinatorike spojena sa matematickom analizom primeni na probleme dinamike.

Kljuéne reci: binomna raspodela, entropija, integralne karakteristike raspodele.

Abstract : In thispaper, we considered the integral characteristics ofthe binomial distribution,
based on which they can carry out certain forecasts techno- economic parameters of
production and quality analysis based on the determination of the maximum entropy of certain
technological steps within the material processing technologies, cutting and chemical
treatment . In this case, the precision and versatility of technology is determined by the
smallest structural units that are removed by cutting, or chemical attack. Formula binomial
distribution in this case will be determined by the number of elementary structural units
thereby spreading, ie the number of elementary structural units in the initial piece of material.
Otherwise , how does the binomial distribution is studied based on the analysis of the
combination and composition , and thus there is a graphical representation of distribution , it
can be associated with early analysis of Pascal's triangle, combined with the fundamentals of
mathematical analysis . In this way, the results obtained indicate that the purpose of
transferring from combinatorics to mathematical analysis in the works of Leibnitz was just an
effort to combinatorial theory combined with mathematical analysis applied to problems of
dynamics.

Key words: binomial distribution, entropy, integral characteristics of the distribution

1. UVOD podataka dobijenih kroz merenja razli¢itih
fizitkih veli¢ina. Ocena verodostojnosti tih

Eksperimentalne nauke, u koje se merenja, vodila je, osim ka razvoju
ubrajaju i sve prirodne i tehnicke nauke, metrologije, i ka razvoju matematicke
uveliko barataju sa eksperimentalnim teorije  eksperimenata 1 matematickih
rezultatima i obradom  numeri¢kih metoda odredivanja verodostojnosti
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rezultata eksperimenata, preko analize
pouzdanosti i ocenjivanja greSke merenja
[L,2]. Ta teorija sastoji se u primeni
statistickih metoda obrade
eksperimentalnih  osmatranja i, kroz
primenu teorije verovatnoce, pokuSaja
uopStavanja greSke merenja neke fiziCke
veli¢ine. To se cCini tako, $§to se merena
velicina posmatra kao slucajna veli¢ina.
Time se dolazi na tacku glediSta, koja
omoguduje prenosenje statistickih
zakonitosti u teoriju greSki, a samim tim i
pojma disperzije, i principa vezanih za
odredivanje najmanje  disperzije kod
izraCunavanja tacne vrednosti merene
veli¢ine [3].

S druge strane, kao $to je poznato u
okviru  aksiomatske  teorije  modela
eksperimenta  definicija verovatnoée se
razraduje [4] tako Sto se pored E(S,F,P),
koji u sebi sadrz prostor verovatnoce, tj.
skup S elemenata ¢iji su podskupoviishodi
eksperimenta, Borelijevo polje F sainjeno
od odredenih podskupova S zvanih
dogadaji, i verovatnoce P, tj. brojeve P(x)
koji zadovoljavaju aksiome verovatnoce, a
pridruzeni su svakom od dogadaja, polazi i
od odgovaraju¢e funkcije X koja mapira
svako ¢eS u jedinstvenu tacku X € R
skupa realnih brojeva, §to omogucava, sa
svoje strane, koriS¢enje matematickog
aparata na realnoj pravoj, umesto na
skupovima. Kako je ishod ¢ neizvesan, to
je vrednost X(&)=x. Prema tome, ako je

B neki podskup R, a trazi se verovatnoca
da je " X(£)eB", tada se posmatra skup
A=X"(B)eS koji sadrzi sve &eS koji
se mapiraju u B funkcijom X (sl. 1).
Ocigledno, kada skup A=X'(B) takode
pripada asociranom polju F, tada su svaki
dogadaj i verovatno¢a A dobro definisani.
U tom se sluCaju moze re¢i: Verovatnoca
dogadaja "X (&) eB" =P(X*(B)).
X*(B) ne mora da pripada F za

§to stvara teSkoce. Uvodenje
promenljive (sl 1) ¢ini da

Medutim,

svako B,
slucajne
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inverzno mapiranje uvek kao rezultat ima
dogadaj, tako da je moguce odrediti
verovatnocu za ma koje Bell .

S obzirom da svi dogadaju imaju
dobro definisane verovatnoce, verovatnoca
dogadaja {¢| X (¢) < x} mora zavisiti od x

Slika 1. SLUCAJNA PROMENLJIVA (s.p.).
Za konacnu jednoznacnu funkciju X koja
mapira skup svih eksperimentalnih ishoda S u
skup realnih brojeva R se kazZe da je s.p., kada

je skup {1 X(&)<x} dogadaj (eF) za
svako x u R. Takode, za X se kaZe da je s.p.,
kada X7'(B)eF, gde B repre-zentuje
polukonacni interval oblika {~o<x<a}, a
svi ostali skupovi mogu se konstruisati iz ovih
skupova preko unija, preseka i negacija.
Borelova kolekcija B takvih podskupova R je
najmanje o-polje podskupova R koja obu-
hvata sve polukonacne intervale prethodnog
oblika. Prema tome, kada je X s.p., tada je
{1 X&) <x}={X <x} dogadaj za svako x.
Sto se tice {X =a} i {a<x<b}, dinjenica je
dasuza b>a i{X <a} i {X <b} dogadaji,
paje i {X <af ={X >a} dogadaj, a odatle i
{X >a}N{X <b}={a< X <b}. Prema
tome, {a—-1< X <a} je dogadaj za svako n.

Saglasno tome, takode je dogadaj i

{a-t<X<a}y={X=a}, Sto znaci da
svi  dogadaji  imaju  dobro  definisanu
verovatnocu.

Omaci li se sa P{¢| X (&) <x}=F,(x)=0
gde je uloga indeksa X identifikacija
stvarne s.p., za F,(x) se kaze da
predstavlja funkciju raspodele verovatnoce
(engl. Probability Distrubution Function),
asociranu s.p. X, i ona se, po engleskom
nazivu, skraceno oznac¢ava sa PDF.



Opisanoj Semi odredivanja verovatnoce
prethodila su Lajbnicova razmatranja o
vestini kombinovanja [5,6], gde on kroz
analizu Paskalovog trougla [7] oznacava i

prebrojava kombinacije, prepoznaje
permutacije, particije i kompozicije, sa
ciliem jednoobraznog opisivanja
svojevremeno  poznatih filozofskih,

odnosno fizickih zakonitosti. Kao osnova
tih razmatranja trebalo je da mu posluz
uredivanje saglasno abecedi.

Nju je sledila analiza jedne od prvih
raspodela verovatnoc¢e koja se odnosila na
raspodelu "glava" i "pisama" kod bacanja
novcica,a koja je prema autoru [8] nazvana
Bernulijeva raspodela,odnosno binomna
raspodela, koja reprezentuje verovatnoéu k
sukcesiv-nih  nezavisnih  Bernulijevih
ogleda, tj. eksperiment koji se naziva serija
ili niz Bernulijevih ili bernulijevskih opita
[9], pri éemu su za svaki od opita moguca
samo dva ishoda, Cije verovatnoce ostaju
iste tokom svih opita. Inace, u literaturi se
najée$ée 1 ogled i eksperiment nazivaju
jednim te istim imenom, ali za prvi postoje
i nazivi Bernulijeva Sema ili Bernulijev
opit u jednini, a =za poslednji se
podrazmeva mnozina tih opita.

Prostor uzorka, u ovom i u svim
drugim eksperimentima koji se sastoje iz n

Bernulijevih opita, sadrzi 2" tadaka ili
nizova od n simbola S i F, tako da je svaka
tacka reprezent jednog od moguéih ishoda.
Kako su opiti nezavisni, verovatnoée se
mnoze, odnosno verovatno¢a ma kog
odredenog niza jednaka je proizvodu
dobijenom zamenom simbola S i F
brojevima p i q, respektivno. Tako je, na
primer:
P{(SSFSF --- FFS)}= ppapq - - qgp

Iz tipiénog primera je jasno da, kada
se radi 0 nizu od n Bernulijevih opita, od
interesa je odredivanje samo ukupnog
broja uspesnih ishoda, nezavisno od reda
njihovog  pojavljivanja,§to  odgovara
otklonjenim strukturnim jedinicama tokom
tehnologije ma kog materijala. Taj broj
moze biti jednak 0,1,.,n, a prvi se
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problem sastoji u odredivanju
odgovaraju¢ih verovatnoéa. Dogadaj ,,n
opita kao rezultat daje k uspe$nih i n-k
neuspeSnih  ishoda“ sadrzi  onoliko
elementarnih dogadaja, na koliko se nacina
moze slovo k rasporediti na n mesta, pri
¢emu je O<ks<n. Kako se kao
kombinatorni problem odreduje [8] da

dogadaj sadrzi [Ej tacaka, pri demu se

svakoj tacki, po definiciji, pridruzuje
verovatnoéa  p*q"™, sledi Bernulijeva
raspodela:  Ako je B(k;n,p)=P,(k|n)

verovatnoc¢a da od n Bernulijevih opita sa
verovatno¢ama p za povoljan u q=1-p za
nepovoljan ishod, rezultat bude k
povoljnih i n-k nepovoljnih ishoda, tada je:

B(k;n, p)=P,(k|n) =

Nk onk _ n! K _ -k
=(k]pq —k!(n_k)!p(l P)

gde je n =n7!binomnikoeficijent.
k) ki(n—k)!

Dakle, verovatno¢a da ni jedna
jedinica nije otklonjena (k =0) jednaka je
q"=@-p)", a verovatnota da je bar
jedna otklonjena (k=1) iznosi
1-q"=1-(1-p)".

2. ANALIZA KOEFICIJENATA
BINOMNE RASPODELE

Svode¢i problem  tehnologija na

razmatranje  kombinacija i permutacija
izdvojenih  elementarnih  jedinica iz
polaznog komada materijala. Na ta
razmatranja nadovezala bi se

termodinamicka, odnosno razmatranja iz
statisticke termodinamike i statisticke
fizike. Kako je u radu obuhvacen i pojam
entropije, njima bi se morali obuhvatiti
pojmovi kompleksija, permutacija,
particija i kompozicija, i njihove veze sa
teorijom grupa i funkcionalnom analizom.



Entropija se uvodi na taj nacin $to se
dizajn odredene konstrukcije posmatra kao
modulacija strukture polaznog komada
materijala do  veli¢éina  elementarnih
otklonjenih jedinica, ¢ija veli¢ina zavisi od

preciznosti  odredenih  tehnologija. S
obzirom da se ne mogu razlikovati
medusobno prazne ,kockice® materijala,

kojih je ukupno n, kao ni one pune kojih je
ukupno N-n, gde je N totalni broj kockica
u polaznom komadu materijala. Prirodni
logaritam broja moguc¢ih kombinacija koji

je  jednak  binomnom  koeficijentu
predstavlja entropiju:
N!
=ln—
n!(N —n)!
U okviru oodredene tehnologije,

zavisno od njene efikasnosti, mogu se iz
istog komada materijala odstranjivati veci
ili manji elementi odnosno moze se
menjati broj odstranjenih i zaostalih
elemenata. Maksimalne moguénosti
dizajna  bi¢e,prema tome, odredene
maksimalnim brojem kombinacija,
odnosno maksimalnom entropijom. Prema
tome entropija sistema koja je funkcija
dimenzija pocetnog komada materijala i

dimenzija otklonjenih elementarnih
jedinica koje zavise od primenjene
tehnologije, moze posluzti kao mera

efikasnosti odredene tehnologije.

Drugim  refima, cena  primene
odredene tehnologije bi¢e proporcionalna
entropiji, time se i kvalitet obrade svodi na
egzaktnu matematicku veli¢inu.

2.1. Ansambli, sistemi sa 2 stanja

Drugim re¢ima,ta se funkcija moze
odrediti posmatranjem sistema sa 2 stanja
energija E; i Ep, za koje seuslovi svodena
jednacine:

N,+N,=N
N,E, +N,E, =U

Prema tome, za date vrednosti broja
cestica N i energije U sistema, resenja po
promenljivima N, i N, su jednozna¢na:

39-4

U-NE_ U B
! Ez_E1 EZ_El Ez El
N, NE,-U U E, N
Ez_E1 EZ_El EZ_EI
4
12
10
8 ":-,
N .
NN
6 ‘\ \\ \ ‘
147: \ \ \2(:
ol \w \\\\
Slika 2. SISTEMI SA DVA NIVOA.
Posmatranjem zavisnosti logaritama
polinomnih koeficijenata, o, (N)=InQ,(N),
za energije sisttema U <20E, mogu se

izdvojiti rasporedi (sive tacke) za koje vazi
jednaka raspodela ener-gija po energetskim
nivoima, s obzirom da bi oni trebalo da leze
duz priblizno linearne obvojne kriva.

U na$im ranijim radovima izvr§ena je
analiza ovih sistema [10] pri Cemu je
utvrdeno da funkcije entropije poseduju
obvojnice koje odgovaraju maksimumima
entropija.

Prema matematickoj teoriji, kriva linija,
koja u svakoj svojoj tacki dodiruje po
jednu krivu date familije naziva se
obwojnica ili anwvelopa tih krivih. Takode,
ukoliko neka familija krivih ima obvojnicu
ili anvelopu, koja se oznacavasa A,anesa
O, da bi se razlikovala od oznake za
koordinatni pocetak, tada ona u svakoj od
svojih tacaka ima zajednicku tangentu sa
po jednom krivom iz familije, pri cemmu
ona u svojim razli¢itim tackama tangira
razli¢ite krive iz familije. Potreban uslov
za egzistenciju obvojnice familija krivih
broja stanja, QP (~), odnosno njihovih

logaritama, ¢ (N), kada je energija U
parametar familije, glasi:



dog (N) _ do” _don @) _
ou dU [N = const. du
(4.1.53a)
odnosno:
o9} (N) _ de* _dQi) _ 0
oU dU [N =const. du

Ovo su istovremeno i diferencijalne
jednac¢ine obvojnica, ¢ijim resavanjem se
dolazi do odgovarajuc¢ih funkcija. Dakle,
da bi se doslo do jednacine obvojnice,
polazi se od definicija parcijalnih izvoda
funkcija vise promenljivih, na osnovu
kojih  se zna da su parcijalni izvodi
oQIloU i oc/oU u sustini ekvivalentni
obiénim izvodima za funkcie Q@) i
o@U) kada se promenljiva N posmatra
kao parametar, tj. prilikom trazenja izvoda
smatra se konstantom. Drugim re¢ima, da
bi se doslo do tacaka, pa i jednacine
obvojnice, potrebno je da se analizira
zavisnosti  ¢®(U) za odgovarajuce
vrednosti broja cestica sistema N .To se
uobicajeno radi tako da se posmatraju sve
familije takvih krivih pa se izmedu njih
izdvajaju one  ¢iji ekstremumi (u ovom

sluéaju  maksimumi oznaceni tamnijim

kruzi¢ima) odgovaraju tackama obvojnice
2

P (N).

Naravno, s obzirom da se ovde radi o
diskretnim zavisnostima, te da su vec
uocene ekstremalne zavisnosti o?(N) i
Q@ (U), sada se problem moZe razmatrati
numericki 1 graficki, tj.  direktnim
posmatranjem njinovih maksimuma, a ne i
njihovih izvoda. Pri tome se jasno uocava i
da familije krivih ¢® @), odnosno
QP (U), takode poseduju obvojnicu, za
¢iju egzistenciju su potrebni uslovi:

60,(“2) ) _ do® _ da(Nz) ) _ 0
oN dN |U =const. dN
odnosno:
0P (U) _de® _4oP) _ 0
OoN dN |U =const. dN

koji ¢e biti i diferencijalne jednacine tih
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obvojnica.
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(b)

Slika 3. OBVOJNICE SISTEMA SA DVA
NIVOA. Posmatraju¢i maksimalne vrednosti
(tamni  kruzici) i vrednosti logaritama
polinomnih koeficije-nata za energije sistema
U = 4u pri kojima je raspodela energija po
nivoima jednaka (svetlo sivi kruzici) videcemo
da jednaka raspodela energije odgo-vara
maksimumu do u = 5, a da se zatim u odnosu
na nju pomera udesno (a). Obvojnica za U =

const.  (mijjansirani  kruzi¢i)  cCije  tacke
odgovaraju  mak-simumima  polinomnih
koeficijenata za N = const. (b). Takode,

polinomni koeficijenti za N = const. poseduju
obvojnicu  (nijansirani  kruzici) dije tacke
odgovaraju maksimumima polinomnih
koeficijenata za U = const. kada se uocava i
pravila odnos krivih za pojedine vrednosti N i
u.

S obzirom da se zavisnosti ¢ (U)

razlikuju u odnosu na parnost broja
Cestica, pogodno je da se sada odvojeno
posmatraju. Naime, kada je N €20 one se
karakteriSu jednim maksimumom, tako da
je pra¢enjem istih lako odrediti njihove
maksimume (oznacene tamnim kruzi¢ima),
kao i tacke njihove zajedni¢ke obvojnice
(oznacene nijansiranim kruzi¢ima).



Pri  tome, jednozna¢no  odredeni 3. ZAKLJUCAK

maksimumi odgovaraju  energijama
sistema, tj. U =3u (u =nEy =1, 2, ...), pa Na osnovu naSe originalne analize
posmatranjem zavisnosti o2 (N) za te egzistencije obvojnica moze se doé¢i do
vrednosti energije utvrdujemo da one zakljucka da procesi obrade materijala koji
zaista odgovaraju tatkama obvojnice se pri obradama otklanjanja jako malih
(oznacene nijansiranim kruzi¢ima). jedinica mogu posmatrati kao slucajni
S obzirom da obvojnice dele prostore procesi, te razmatrati u  granicama
logaritama  polinomnih  koeficijenata njihovog statistickog ponaSanja, da postoji
62 (U) i o2 (N) na dva dela, njih mozemo i odredena determinisanost procesa u

granicama dizajna materijala. Pri tome se
konaéni dizajn moze posmatrati kroz tacke
na obvojnim krivama odredenim pocetnim
i kona¢nim oblikom obradenog materijala
kada se on poistoveti sa odgovaraju¢im
ansamblima strukturnih jedinica
materijala.

Jasno je da ma kako se i sa ma kojom
paZljivo§¢u obraduje materijal,preciznost
njegovog konacnog dizajna odredena je
odgovaraju¢im entropijama koje se mogu
vezati bilo za fizicke procesebilo za
psihofizioloSku spremnost tehnologa koji
upravlja procesom.

predstaviti i kontinualnim krivama, ispod
kojih leze diskretne vrednosti polinomnih
koeficijenata. Naravno, njihove jednacine
moraju zadovoljavati i napred nabrojane
diferencijalne jednacine, tako da ukazuju i
na ¢injenicu da su zavisnosti ispod njih ne
samo familija  krivih  sa  jednim
zajednickim parametrom, ve¢ da ¢e se i
njihovi parcijalni izvodi karakterisati bar
jednim zajedni¢kim parametrom.
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